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摘要

本报告针对 2d_two_target_double_peak 的 C1 配置，系统比较五类数值方法在同一模型

上的精度、效率和适用性：(1) 时间域 sparse exact 递推、(2) 显式 transient 矩阵的 dense
recursion、(3) Luca/Giuggioli 缺陷降阶反演（Method C）、(4) 全量 AW/Cauchy-FFT
反演（Method C0，对照）、(5) 线性方程法（MFPT/splitting）。结果显示：分布层面 sparse
与 dense 在机器精度内一致；AW 与 defect-reduced AW 在同一时间窗内与 exact 高精一致；但

MFPT 对长尾高度敏感，截断求和会显著低估，线性方程法最稳健。

1 问题与模型设置

1.1 目标

比较以下三个维度：

1. FPT 分布精度：是否能准确恢复双峰结构与峰位；

2. MFPT 稳健性：是否受截断尾部影响；

3. 计算效率：在本规模下的 wall-clock 代价。

1.2 统一实验配置（C1）

• 网格：N = 31，四边反射；

• 基础运动：q = 0.2（移动），1− q = 0.8（停留）；

• 局部偏置：δ = 0.2，从 stay 概率中抽取并加到箭头方向；

• 起点：n0 = (14, 14)（0-based）；

• 目标：m1 = (21, 14), m2 = (6, 6)（0-based）；

• 主时域上限：tmax = 6000，停止阈值 S(t) < 10−13；

• AW 窗口：tAW
max = 800，oversample= 2，r_pow10 = 8.0，对应 m = 2048。
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2 统一数学框架（详细原理）

2.1 吸收马尔可夫链分块

将状态分为 transient 集 T 与吸收集 A = {m1,m2}，转移矩阵写成

P =

(
Q R

0 I

)
, R = [r1 r2].

其中 Q ∈ R|T |×|T |，r1, r2 ∈ R|T |。起点分布记为行向量 α（one-hot）。

2.2 FPT、survival、MFPT 的统一公式

定义 ut = αQt（第 t 步仍在 transient 子空间的分布），则

f1(t) = αQt−1r1, f2(t) = αQt−1r2, fany(t) = f1(t) + f2(t).

S(t) = Pr(T > t) = ut1 = αQt1.

离散时间下：

fany(t) = S(t− 1)− S(t), E[T ] =
∑
t≥0

S(t).

这说明 MFPT 对长尾特别敏感，是后续截断误差的根本原因。

3 五类方法与流程

3.1 方法 A：Sparse exact 时间迭代（当前主脚本方法）

该方法在概率空间直接递推（脚本里对应“每步摘除目标概率”）：

1. 在全状态空间推进一步概率；

2. 读取本步落在 m1,m2 的概率质量，得到 f1(t), f2(t)；

3. 将 m1,m2 位置概率清零后继续推进；

4. 得 fany(t) = f1(t) + f2(t) 与 S(t)。

其数学等价形式是对 ut 做递推：

ut = ut−1Q, fi(t) = ut−1ri.

若按边列表（稀疏）更新，单步代价是 O(E)（E 为有效转移边数），总时间

O(tmaxE), 内存O(N).

该方法天然给出整条 FPT 曲线，双峰诊断最直接；但 MFPT 截断误差显著依赖尾部长度。
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3.2 方法 B：Dense recursion（transient 子空间）

把两目标设为吸收，构造

Q ∈ R|T |×|T |, r1, r2 ∈ R|T |, u0 = α,

然后递推

ut = ut−1Q, fi(t) = ut−1ri, fany(t) = f1(t) + f2(t).

它与方法 A 数学等价，但数值实现上显式持有 dense Q。若 nT := |T |，单步向量-矩阵乘法是 O(n2
T )，

总时间

O(tmaxn
2
T ), 内存O(n2

T ).

因此它更适合作为正确性基线，而不是大规模主算法。

3.3 方法 C：Luca/Giuggioli 缺陷降阶反演（已实现）

这一节给出本项目实际使用的 Luca 方法数学流程。

步骤 C1：缺陷分解。把 transient 算子写成

Q = Q0 +

M∑
e=1

δe euee⊤ve = Q0 + U∆V ⊤,

其中 Q0 是可解基底，M 是 defect pair 数，∆ = diag(δ1, . . . , δM )。

步骤 C2：用 Woodbury 只恢复所需传播子。对复点 z，先定义

P 0(z) := (I − zQ0)
−1.

只取需要的节点集合 S = {s,m1,m2} 与 T = {m1,m2}，有

PS,T (z) = P 0
S,T (z) + z P 0

S,U (z)∆
[
IM − z P 0

V,U (z)∆
]−1

P 0
V,T (z).

这样每个 zk 的主要求解从 nT × nT 变成 M ×M。

步骤 C3：两目标 renewal 闭合。由实现里使用的两目标关系，[
Ps,m1(z)

Ps,m2(z)

]
=

[
Pm1,m1(z) Pm2,m1(z)

Pm1,m2(z) Pm2,m2(z)

][
F1(z)

F2(z)

]
,

因此每个 z 只需再解一个 2× 2 系统 F (z) = G(z)−1b(z)。

步骤 C4：Cauchy-FFT 反演回时域。

fi(t) ≈ r−t · 1

m

m−1∑
k=0

Fi(zk)e
−i2πkt/m.

对应复杂度：

O
(
m [Cbase(nT ) +M3] +m logm

)
,

其中 Cbase(nT ) 是基底 Green 项在所需节点上的求值开销。本项目已在 C1 上实装并基准该方法。
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3.4 方法 C0：全量 AW / Cauchy-FFT（对照基线）

作为对照，full AW 直接计算

f̃i(z) = z α (I − zQ)−1ri,

每个 zk 需要一次完整 nT × nT 复数线性求解，总复杂度

O(mn3
T +m logm), 内存O(n2

T +m).

本报告中 full AW 仍只在 t ≤ 800 时间窗上用于对照。

3.5 方法 D：线性方程（MFPT / splitting）

仅求矩而非整条分布：

(I −Q)m = 1, (I −Q)ui = ri.

起点分量给出

MFPT = m(n0), pi = ui(n0), p1 + p2 = 1.

若采用 dense direct solve，三次求解总代价约

O(n3
T ), 内存O(n2

T ).

若改用稀疏迭代，可降到“每次迭代 O(E)，迭代次数依条件数而定”。该方法对长尾最稳健。

4 复杂度总表（统一口径）

方法 时间复杂度（主导项） 内存复杂度

Sparse exact 递推 O(tmaxE) O(N)

Dense recursion (Q) O(tmaxn
2
T ) O(n2

T )

Luca/Giuggioli 缺

陷降阶（Method C）

O(m[Cbase(nT ) +M3] +m logm) O(M2 + nT ) 到 O(n2
T )

全量

AW/Cauchy-FFT
（Method C0）

O(mn3
T +m logm)（dense solve） O(n2

T +m)

线性方程

（MFPT/splitting）
O(n3

T )（dense solve） O(n2
T )

表 1: 复杂度估计汇总。符号：N= 总状态数，E= 有效边数，nT = |T |，m= 反演采样点，M= 缺

陷维度。

4.1 本 C1 场景的量级代入

本实验实际规模为

N = 312 = 961, nT = 959, E ≈ 4681, m = 2048.

据此可直观看到：
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• Sparse exact 的主代价约随 tmax × 4.7× 103 线性增长；

• Dense recursion 随 tmax × 9.2× 105 量级增长；

• 全量 AW（Method C0）含约 m 次完整复数线性求解，成本远高于前两者；

• C1 的 defect 规模（本实现）为

Mpairs = 632, Mnodes = 326, Mlocal-bias-sites = 317;

• 若按 pair 维度（M = 632）估算，求解核降幅约

(nT /M)3 = (959/632)3 ≈ 3.5×

（若用 2.81 指数，则约 (959/632)2.81 ≈ 3.2×）；

• 线性方程法只需少量系统求解，因此在“只关心 MFPT/splitting”时最划算。

4.2 与文献复杂度记号的对应

为避免口径混淆，这里统一说明：格点文献中的 Nd 对应状态空间量级（本报告中可类比为 nT），

M 则是 defect 表示下的缺陷维度。Sarvaharman–Giuggioli（Phys. Rev. Research 5, 013118，Sec.
V）给出的口径是：显式首达公式约为 O(M2Nd)，暴力时间迭代约为 O(N2dt)；同段也提到若采用

更快矩阵乘法指数可写成 2.373d。一些旧文中出现的 2.81 是 Strassen 风格指数假设。因此“2.81 vs
2.373”的差异来自线性代数模型假设，而不是方法结构矛盾。

5 实测结果

5.1 运行时间

方法 运行时间 (s)

Sparse exact 递推 0.0561
Dense recursion (Q) 0.0919
Luca/Giuggioli 缺陷降阶（Method C） 78.0223
全量 AW/Cauchy 反演（Method C0） 47.2622
线性方程 (MFPT/splitting) 0.0213

表 2: C1 场景下五类方法的 wall-clock 对比。

5.2 分布误差（以 sparse exact 为基准）

对比项 L1 误差 L∞ 误差

Dense vs Sparse（共同步长） 9.212× 10−15 1.924× 10−18

Luca-defect（C）vs Sparse（1..tAW
max） 9.912× 10−10 1.426× 10−12

Full AW（C0）vs Sparse（1..tAW
max） 9.912× 10−10 1.426× 10−12

表 3: 分布层面对比：dense 与 sparse 在机器精度内一致；两条变换域路线在同窗都高精。
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5.3 关键统计量

方法 mass_any tail MFPT(截断/精确) peak1 peak2

Sparse exact（t ≤ 6000） 0.850786 0.149214 1583.479 35 284
Sparse exact（t ≤ 800） 0.297030 0.702970 111.653 35 284
Dense recursion（t ≤ 6000） 0.850786 0.149214 1583.479 35 284
Luca defect-reduced（t ≤ 800） 0.297030 0.702970 111.653 35 284
Full AW inversion（t ≤ 800） 0.297030 0.702970 111.653 35 284
线性方程（全时域） 1.000000 0.000000 3011.214 - -

表 4: Luca-defect 与 Full AW 行都与 “Sparse exact（t ≤ 800）” 一致，说明本窗反演精度可靠。

5.4 Defect 规模与实测影响（C1）

• 本实现的 defect 规模：local-bias sites = 317，defect pairs = 632，defect nodes = 326。

• 实测结果：Luca-defect（Method C）用时 78.0s，慢于 Full AW 基线（Method C0）的 47.3s。

• 原因：在该 defect 规模下，求解核降阶收益不足以抵消基底 Green 函数求值与矩阵装配开销。

• 启示：当 defect 支撑更稀疏（M ≪ nT）或进一步压缩 defect 维度时，降阶路线更可能出现速

度优势。

5.5 MFPT 截断偏差（长尾效应）

tmax 吸收质量 尾部质量 MFPT 截断值 相对误差（对线性方程）

300 0.116714 0.883286 19.294 -99.359%
600 0.241807 0.758193 73.099 -97.572%
1200 0.389579 0.610421 203.559 -93.240%
2400 0.581766 0.418234 540.034 -82.066%
6000 0.850786 0.149214 1583.479 -47.414%

表 5: MFPT 明显由长尾主导，截断会系统性低估。

5.6 构造的 Luca 最快案例（LF1）

为回答“Luca 何时会比所有对照更快”，我们构造了一个超稀疏缺陷案例（单一 local-bias 点）并

实测全部方法：

N = 41, nT = 1679, tmax = 12000, tAW
max = 80, Mpairs = 2.
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方法 运行时间 (s)

Luca/Giuggioli 缺陷降阶（Method C） 0.0198
线性方程 (MFPT/splitting) 0.0477
Sparse exact 递推 0.1754
Dense recursion (Q) 1.6187
全量 AW/Cauchy（Method C0） 22.8746

表 6: LF1 构造案例：Luca 方法在该参数区间最快。

LF1: single-defect Luca-fast setup (detailed config)
local bias cells
sticky cells
bias+sticky
local bias arrows
reflecting barrier
permeable barrier
long-range shortcut
start
m1
m2

start m1

m2

图 1: LF1 配置图（与同目录 external detailed config 相同绘图风格）。
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图 2: LF1 运行时间对比。

LF1 的关键原因是缺陷维度极小（M = 2）使得 Method C 的缺陷求解几乎退化为常数规模，

而 full AW 与 dense 路线仍需处理大规模线性代数核心。

6 图形对照

0 100 200 300 400 500 600 700 800
t

0.0000

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

0.0006

0.0007

0.0008

FP
T 

pm
f

C1: FPT comparison (two-target total)
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图 3: FPT 曲线叠加：Sparse / Dense / Luca-defect / Full AW（在同窗几乎重合）。
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图 4: 运行时间对比。

7 结论与建议

1. 要整条双峰曲线：优先 sparse exact（快、直接、稳定）。

2. 要稳健 MFPT/splitting：优先线性方程法，不要依赖截断求和。

3. Method C（Luca）：数学机制清晰且分布精度高；但在本 C1 defect 规模下速度不占优。

4. 要做变换域分析：可先用 Full AW（Method C0）作基线；当 M ≪ nT 且实现开销可控时，优

先 Method C。

复现

cd reports/grid2d_two_target_double_peak
.venv/bin/python code/compare_numeric_methods.py
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